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ДИНАМІЧНА ВТРАТА СТІЙКОСТІ 
СКЛАДЕНОЇ НАНОКОМПОЗИТНОЇ ОБОЛОНКИ

Досліджено вільні коливання та динамічну втрату стійкості функціонально-градієнтної композитної складеної конічно-

циліндричної оболонки з матеріалу, посиленого вуглецевими нанотрубками, у надзвуковому газовому потоці. Розглянуто 

нанокомпозитні матеріали з лінійним розподілом об’ємної частки нанотрубок по товщині. Для оцінки механічних харак-

теристик нанокомпозиту застосовано розширене правило змішування. Для моделювання деформування оболонки вико-

ристано теорію деформацій зсуву високого порядку. Для отримання рівнянь руху конструкції застосовано метод заданих 

форм та метод Релея — Рітца. Для аналізу динаміки складеної оболонки запропоновано використовувати базисні функції, 

які автоматично задовольняють умови неперервності переміщень на стику циліндричної та конічної оболонок. Для моде-

лювання впливу надзвукового газового потоку на оболонку використано поршневу теорію.

Розглянуто приклад аналізу динаміки нанокомпозитної конічно-циліндричної оболонки під дією надзвукового потоку. 

Результати аналізу її власних коливань методом Релея — Рітца демонструють високу збіжність з власними частота-

ми оболонки, отриманими методом скінченних елементів. При цьому метод скінченних елементів можна застосовувати 

лише до оболонок з матеріалу з постійним розподілом нанотрубок по товщині. Досліджено залежність власних частот 

коливань складеної оболонки від співвідношення довжини конічної та циліндричної частин. Досліджено залежність кри-

тичного тиску надзвукового потоку від чисел Маха та виду армування вуглецевими нанотрубками. Оболонки з концен-

трацією нанотрубок переважно поблизу зовнішньої та внутрішньої поверхонь характеризуються більшими значеннями 

власних частот та критичного тиску, ніж оболонки з рівномірним розподілом нанотрубок або такі, в яких максимальна 

концентрація нанотрубок досягається всередині оболонки.
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ВСТУП

Стрімкий прогрес технологій та науки призвів 

до появи нових функціонально-градієнтних ма-

теріалів, посилених вуглецевими нанотрубками 

(ВНТ). Оскільки механічні характеристики ВНТ 

вищі за характеристики сталі на кілька порядків, 

вони є вдалим вибором для армування компози-

ту. Конструкції з наноармованих (нанокомпо-

зитних) матеріалів є легкими та міцними, тому 

Космічні матеріали та технології
Space Materials and Technologies
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такі матеріали є перспективними для аерокос-

мічної, енергетичної, машинобудівної галузей.

Проблемі оцінки механічних характеристик 

наноармованих матеріалів присвячено низку 

досліджень. У роботі [15] досліджено механічні 

характеристики нанокомпозитів методом скін-

ченних елементів. Для перевірки результатів 

використано розширене правило змішування. 

У роботі [21] побудовано модель еквівалент-

ного континууму, в якій механічні властивості 

оцінюються за допомогою силових констант, 

що описують міжатомні взаємодії у молекуляр-

ній моделі. У роботі [25] обчислено ефективні 

пружні властивості нанотрубок за допомогою 

методів мікромеханіки. Ці властивості вико-

ристано у методі Морі — Танака для обчислен-

ня ефективних пружних властивостей нано-

композиту.

Динаміку нанокомпозитних циліндрів, армо-

ваних ВНТ, під впливом ударного навантаження 

розглянуто в роботі [20], проведено аналіз віль-

них коливань та поширення хвиль у конструкції. 

Статику та динаміку циліндричних оболонок з 

наноармованого матеріалу розглянуто в роботі 

[29]. Аналіз лінійних коливань наноармованих 

пластин наведено у роботі [11]. Вільні коли-

вання пологих оболонок подвійної кривизни з 

функ ціонально градієнтного композиту з вклю-

ченнями графенових нанопластинок розглянуто 

в дослідженні [28]. Математичну модель шарнір-

но опертої пологої оболонки подвійної кривиз-

ни побудовано за допомогою принципу Гаміль-

тона та теорії зсуву високого порядку. 

Серію робіт присвячено аналізу динамічної 

втрати стійкості нанокомпозитних оболонок 

в надзвуковому газовому потоці. Ці задачі є 

важливими для галузі аерокосмічної техніки, в 

якій проблеми створення легких та міцних кон-

струкцій є надзвичайно актуальними. У роботі 

[14] досліджено втрату стійкості функціональ-

но-градієнтної панелі, проведено аналіз впливу 

типу армування ВНТ на стійкість. У роботі [16] 

використано метод скінченних елементів для 

аналізу стійкості та вільних коливань функціо-

нально-градієнтних нанокомпозитних панелей. 

Багато досліджень присвячено аналізу флатера 

нанокомпозитних оболонок у взаємодії з над-

звуковим потоком [7]. Для опису динаміки та-

ких конструкцій застосовуються теорії зсуву 

високого порядку. Флатер нанокомпозитних ци-

ліндричних оболонок розглянуто в роботі [30]. 

У роботі [2] досліджено флатер функціонально 

градієнтних нанокомпозитних балок, панелей, 

циліндричних та конічних оболонок. У роботі 

[4] запропоновано метод аналізу флатера нано-

композитних циліндричних оболонок.

Складені оболонки часто застосовуються в 

аерокосмічній техніці та машинобудуванні. Тому 

моделюванню поведінки таких конструкцій 

присвячено низку досліджень. У роботі [9] опи-

сано експериментальне дослідження вільних 

коливань складеної конічно-циліндричної обо-

лонки. Коливання складеної оболонкової кон-

струкції досліджено методом скінченних еле-

мен тів у роботі [13]. У роботі [10] досліджено 

вільні коливання тонкостінної конструкції з ци-

ліндричними та конічними оболонками. Авто-

рами використано статистичні ряди для моде-

лювання переміщень оболонки. Напіваналітич-

ний метод скінченних елементів використано 

для аналізу вільних коливань складеної конічно-

циліндричної оболонки в роботі [26]. У роботі 

[5] отримано характеристики вільних коливань 

конічно-циліндричної оболонки.

Нижче ми пропонуємо новий підхід до аналізу 

вільних коливань та динамічної втрати стійкос-

ті складеної функціонально-градієнтної нано-

композитної конічно-циліндричної оболонки. 

Аналіз вільних коливань базується на методі 

Релея — Рітца. Розв’язок задачі розшукується у 

спеціальній формі, яка точно задовольняє умови 

неперервності переміщень на стику циліндра та 

конуса.

Динамічна втрата стійкості нанокомпозитної 

оболонки обумовлена її взаємодією з надзвуко-

вим газовим потоком. Для дослідження дина-

мічної втрати стійкості використовується метод 

заданих форм. Динаміка конструкції розклада-

ється за власними формами вільних коливань. 

Показано, що динамічна втрата стійкості вини-

кає внаслідок біфуркації Хоффа [8] положення 

рівноваги конструкції. Досліджено вплив типу 

наноармування на характеристики динамічної 

втрати стійкості системою.
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Рис. 1. Ескіз складеної оболонкової конструкції

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
ТА ВЛАСТИВОСТІ МАТЕРІАЛУ

Розглядається складена конічно-циліндрична 

оболонка постійної товщини h (рис. 1) з функ-

ціонально-градієнтного композиту, армованого 

ВНТ. Серединна поверхня оболонки має по в’я-

за ну з нею криволінійну систему координат x, 

 (рис. 1), де x — повздовжня координата;  — 

окружна координата. Перпендикулярно до се-

рединної поверхні у зовнішньому напрямку роз-

ташовано вісь z (z  [–h/2, h/2]).

Переміщення точок оболонки вважаються ма-

лими порівняно з її товщиною, тому зв’язок між 

деформаціями та переміщеннями описується лі-

нійною моделлю. Оскільки оболонка є функціо-

нально-градієнтною та композитною, викорис-

товується теорія зсуву високого порядку.

Розглядаються наноармовані матеріали, в 

яких ВНТ розташовано у повздовжньому на-

прямку оболонки, а їхній розподіл є лінійним 

[18]. В даній роботі розглядаються три типи ар-

мування: UD, FGX, FGO, для кожного з яких 

об’єм на частка ВНТ VCNT(z) залежить від ко-

ординати z за законами, які наведено у табл. 1. 

Константа *CNTV  у табл. 1 відповідає сумарній 

об’ємній частці ВНТ у композиті.

Механічні властивості наноармованого мате-

ріалу можна розрахувати за допомогою правила 

змішування, докладно описаного в роботах [4, 

18]. При цьому механічні характеристики мате-

ріалу нерівномірно розподілені по товщині обо-

лонки, що призводить до утворення функціо-

нально-градієнтної конструкції. Тип наноарму-

вання значно впливає на динамічні властивості 

конструкції.

Метод, описаний в роботі, легко можна роз-

ширити для аналізу оболонок з інших наноармо-

ваних матеріалів.

Нанокомпозитний матеріал є ортотропним, і 

закон Гука для нього має вигляд
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12 22

xx xxQ Q
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    ( )z z zG z ,   ( )xz xz xzG z ,     ( )x x xG z ,

 (1)

де xx ,  ,  z , xz , x  — поздовжнє, кру-

гове напруження і напруження зсуву; xx ,  , 

 z , xz , x  — відповідні деформації;

11( ) ( )xxQ z E z , 22( ) ( )Q z E z ,

  12( ) ( ) ( )x xxQ z z E z  =   ( ) ( )x z E z ,
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z E z
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E z
,

xxE , E , — модулі Юнга; xG , xzG , zG , x  — 

модулі зсуву та коефіцієнт Пуассона наноармо-

ваного матеріалу.

Тонкостінна оболонкова конструкція взаємо-

діє з надзвуковим газовим потоком, який руха-

ється паралельно осі симетрії конструкції, вна-

слідок чого виникає динамічна втрата стійкості 

конструкції. Модель цієї взаємодії буде розгля-

нуто нижче.

Таблиця 1. Залежність VCNT (z) 
для різних типів наноармування

Тип армування Об’ємна частка ВНТ

UD-CNT VCNT(z) 
 

*CNTV

FGX-CNT VCNT(z) =

 

4 | |z
h

*CNTV

FGO-CNT VCNT(z) =
 

  
 

2| |2 1 z
h

*CNTV
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ПОТЕНЦІАЛЬНА ТА КІНЕТИЧНА ЕНЕРГІЇ 
ТОНКОСТІННОЇ КОНСТРУКЦІЇ

Для дослідження динаміки оболонки під дією 

навантаження слід отримати загальні співвідно-

шення її деформування. Радіус кривизни серед-

инної поверхні тонкостінної конструкції в окруж-

ному напрямку (рис. 1) позначимо R, а параметр 

Ляме — A. Вони залежать від повздовжньої коор-

динати x. Для конструкції з одинарною кривиз-

ною радіус кривизни та параметр Ляме вздовж 

твірної лінії дорівнюють Rx = , Ax = 1.

Стикування циліндричної оболонки відбува-

ється при x = xs = HC/cos. Геометричні парамет-

ри оболонки визначаються співвідношеннями
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Відповідно до роботи [1] зв’язок між дефор-

маціями та переміщеннями тонкостінної кон-

струкції мають вигляд
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Для опису переміщень тонкостінної кон-

струкції використовується теорія зсуву високого 

порядку у роботах [22, 23]:

       2 3( , , , )x x x xu x t z u z z z ,

 

   


 
          

 

2 3( , , , ) 1 zu x t z v z z z
R

, (4)

 ( , , , )zu x t z w ,

де u, v, w  — проєкції переміщень точок середин-

ної поверхні на координатні осі x, , z; x,  — 

кути обертання нормалі до серединної поверхні 

відносно осей  та x відповідно; x, x, ,  — не-

відомі вирази, які можна знайти з граничних умов

 
 /2 0xz z h ,   

 
/2

0z z h
. (5)

Підстановка виразів (3) та (4) у (5) дозволяє 

отримати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

відносно x, x, , , розв’язання якої дозволяє 

отримати означені функції.

Підстановка (4) в (3) дозволяє розділити змін-

ні x, , t та z у виразах для деформацій оболонки, 

отримавши наступні представлення:

        (0) (1) 2 (2) 3 (3)
xx xx xx xx xxz z z ,

            (0) (1) 2 (2) 3 (3)z z z ,

             (0) (1) 2 (2) 3 (3)
x x x x xz z z , (6)

        (0) (1) 2 (2) 3 (3)
xz xz xz xz xzz z z ,

            (0) (1) 2 (2) 3 (3)
z z z z zz z z ,

де ( )i
xx , ( )i

, ( )i
x , ( )i

xz , 
( )i
z , i = 0, ..., 3 — диферен-

ціальні вирази відносно u, v, w, x, .

Кінетична енергія конструкції обчислюється 

наступним чином:






 
       

 
     

2 0.5
2 2 2

0 0 0.5

0.5 ( )( ) 1
( )

L h

x y z
h

zT z u u u dzd A dx
R x

.

  (7)

де z) — питома маса матеріалу оболонки; L = 

= HC/cos + HT – HC — довжина твірної всієї 

конструкції. Параметри HT , HC ,  наведено на 

рис. 1.

Підстановка розкладень (4) в кінетичну енер-

гію (10) дозволяє провести інтегрування за змін-

ною z та перейти до подвійного інтегралу замість 

потрійного:

 



     
2

0 0 1 1 5 5
0 0

1 ( ... )
2

L
T r T rT r T d A dx , (8)

де 



 
0.5

0.5

( )
h

i
i

h

r z z dz , 

Ti (i = 0, ..., 5) — квадратичні форми відносно 

  , , ,u v w   ,x .
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Потенціальна енергія оболонки обчислюється 

таким чином:


   


          
2 0.5

0 0 0.5

1 (
2

L h

xx xx z z
h

 

  


 
       

 
) 1xz xz x x

z dzd A dx
R

.  (9)

З урахуванням (1) потенціальна енергія дорів-

нюватиме


 


          
2 0.5

2 2
11 12 22

0 0 0.5

1 ( 2
2

L h

xx xx
h

Q Q Q

 

  


 
         

 

2 2 2
23 13 12 ) 1z xz x

zG G G dzd A dx
R

. (10)

Завдяки представленням (6) у виразі (10) змін-

ну z можна виділити та виконати інтегрування за 

цією змінною. Вираз для потенціальної енергії 

набуває вигляду

 






    
2 5

00 0

1
2

L

i
i

d A dx , (11)

де i  — квадратичні вирази відносно u, v, w, 

x, .

ЛІНІЙНІ КОЛИВАННЯ 
ТОНКОСТІННИХ КОНСТРУКЦІЙ

Дослідження руху оболонки у взаємодії з га-

зовим потоком провадиться методом заданих 

форм. При цьому її рух розкладається за форма-

ми вільних коливань, тому їхній аналіз є важли-

вою задачею для дослідження динамічної втрати 

стійкості конструкції.

Для визначеності будемо розглядати конст-

рукцію, яку консольно закріплено на колі x = 

= L. Точку оболонки x = 0 будемо вважати віль-

ною. Граничні умови при цьому мають вигляд:

 u(L, , t) = v(L, , t) = w(L, , t) = 

 = x(L, , t) = (L, , t) = 0. (12)

Умови неперервності переміщень на колі точ-

ці стикування конуса та циліндра мають вигляд

  ( 0, , )su x t      ( 0, , )cos ( 0, , )sins su x t w x t ,

  ( 0, , )sw x t
 =       ( 0, , )sin ( 0, , )coss su x t w x t , (13)

      ( 0, , ) ( 0, , )s sx t x t .

Значення x = xs – 0 відповідає колу серединної 

поверхні конуса нескінченно близько до стику 

оболонок. Значення x = xs + 0 відповідає розрізу 

циліндра нескінченно близько до стику оболонок.

Для розв’язання задачі аналізу вільних коли-

вань оболонки розділимо змінні x, , t шляхом 

обрання представлення переміщень u(x, , t), 

v(x, , t), w(x, , t), x(x, , t), (x, , t):

u(x, , t) =  ( )cos( )cos( )u x n t ,

v(x, , t) =  ( )sin( )cos( )v x n t ,

 w(x, , t) =   ( )cos( )cos( )w x n t ,  (14)

x(x, , t) =    ( )cos( )cos( )x x n t ,

(x, , t) =    ( )sin( )cos( )x n t ,

де n — кількість хвиль по окружній координаті; 

 — частота власних коливань; функції ( )u x , 

( )v x ,  ( )w x ,  ( )x x ,  ( )x  обираються таким чи-

ном, щоб задовольнити умови (13):

  
  


( )cos ( )sin ,

( )
( ) ,

s

s

U x W x x x
u x

U x x x

 

   
  


( )sin ( )cos ,

( )
( ) ,

s

s

U x W x x x
w x

U x x x
 (15)

 ( ) ( )v x V x ,    ( ) ( )x x X x ,

 


 

    


( ) ,
( )

( )cos .
s

s

x x x
x

x x x
У свою чергу функції U(x), W(x), V(x), X(x), 

(x) розшукуються у формі розкладень з неві-

домими коефіцієнтами за заданими базисними 

функціями Pi(x):




1

( ) ( )
UN

i i
i

U x A P x , 



1

( ) ( )
V

U

N

i N i
i

V x A P x ,

 


 
1

( ) ( )
W

U V

N

i N N i
i

W x A P x ,

   



1

( ) ( )
X

U V W

N

i N N N i
i

X x A P x , (16)



   


 
1

( ) ( )
U V W X

N

i N N N N i
i

x A P x ,

де базисні функції ( )iP x (i = 1, 2,...) задовольня-

ють граничні умови (12): ( )iP L  = 0, A = [A
1
, ..., 
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NA ], N = NU + NV + NW + NX + N — невідомі 

параметри.

Аналіз вільних коливань тонкостінної кон-

струкції можна виконати методом Релея — Рітца 

[6, 24, 27]. Рух оболонки визначається мініму-

мом функціоналу дії:

 

 

 
2 /

0

( ) minT dt . (17)

Використання розкладень (14)—(16) у виразах 

(10), (8) дозволяє провести інтегрування та запи-

сати кінетичну та потенціальну енергії у вигляді


   2 2

1sin ( ) ( ,..., )NT t T A A ,

 
    2 2

1cos ( ) ( ,..., )Nt A A , (18)

де 



1( ,..., )NT A A , 


 1( ,..., )NA A  — квадратичні 

форми параметрів A
1
, ..., 

NA . Таким чином, за-

дачу мінімізації функціоналу дії (17) зведено до 

задачі мінімізації квадратичної форми відносно 

цих параметрів:



  
   

 
2 /

1
0

( ) [ ( ,..., )NT dt A A

 
 2

1( ,..., )] minNT A A . (19)

Функціонал дії є мінімальним, якщо викону-

ються співвідношення

 
 


  


 2

1 1[ ( ,..., ) ( ,..., )] 0,N N
i

A A T A A
A

  (20)

i = 1, ..., N.

Рівняння (20) є еквівалентними проблемі 

власних значень:

 [C – 2M]A = 0, (21)

де C — матриця жорсткості; M — матриця 

мас, які відповідають матрицям Гессе функцій 


 1( ,..., )NA A  та 




1( ,..., )NT A A . Власні значення 

цієї задачі відповідають квадратам кругових час-

тот коливань оболонки, а власні вектори — фор-

мам коливань.

ДИНАМІЧНА СИСТЕМА ЗІ СКІНЧЕННОЮ 
КІЛЬКІСТЮ СТУПЕНІВ СВОБОДИ

Для аналізу динамічної втрати стійкості кон-

струкцією побудуємо лінійну динамічну сис-

тему зі скінченною кількістю ступенів свобо-

ди, яка описує рух оболонки. Її конструювання 

здійснюється методом заданих форм [19]. Ко-

ливання конструкції розкладаються за формами 

власних коливань  ( )ju x ,  ( )jv x ,  ( )jw x ,  , ( )x j x , 

 , ( )j x , j = 1, 2, ..., які знаходяться з рівняння 

(21) та визначаються співвідношеннями (15), 

(16). Переміщення та кути повороту нормалі по-

даються у вигляді

u(x, , t) =

= 


   
1

( )[ ( )cos( ) ( )sin( )]
U

U

L

j j j L
j

u x q t n q t n ,

v(x, , t) =

=   


    2 2
1

( )[ ( )cos( ) ( )sin( )]
V

U V U

L

j j L j L L
j

v x q t n q t n ,

w(x, , t) =  


   2 2
1

( )[ ( )cos( )
W

V U

L

j j L L
j

v x q t n

 
   2 2 ( )sin( )]

W V Uj L L Lq t n ,  (22)

x(x, , t) =   


    , 2 2 2
1

( )[ ( )cos( )
X

W V U

L

x j j L L L
j

x q t n

    2 2 2 ( )sin( )]
X W V Uj L L L Lq t n ,

(x, , t) = 

=


    


    , 2 2 2 2
1

( )[ ( )cos( )
X W V U

L

j j L L L L
j

x q t n

     2 2 2 2 ( )sin( )]
X W V Uj L L L L Lq t n ,

де     2 2 2 2* X W V UL L L L L L  — кількість 

ступенів свободи конструкції; q = [q
1
, ..., 

*L
q ] — 

вектор узагальнених координат конструкції; n — 

кількість хвиль по окружній координаті. Для 

аналізу динамічної втрати стійкості оболонкою 

в розкладеннях (22) враховуються зв’язані фор-

ми коливань [4].

Підстановка (22) у вирази для потенціаль-

ної та кінетичної енергій (11), (8) та здійснення 

необхідного інтегрування дозволяє представи-

ти потенціальну енергію як квадратичну форму 

узагальнених координат q
1
, ..., 

*L
q , а кінетич-

ну — як квадратичну форму узагальнених швид-

костей 1q , ..., 
*L

q .

Надзвуковий потік, який рухається паралель-

но осі симетрії конструкції, описується поршне-
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вою теорією [3, 12, 17]:


  



2

2
*
1*

p M
p

M

 
 

         
 

2

2 2

2*
( 1) 2 1* * *

Mw w w
x tM a M A M

, (23)

де p — тиск газу, який діє на тонкостінну кон-

струкцію,  — адіабатична експонента, p — ста-

тичний тиск вільного потоку, М* — число Маха, 

а— швидкість звуку вільного потоку. 

Віртуальна робота тиску (23) дорівнює


     

 
2 2

2
0 0

*
1*

Lp M wA
xM


 

       


2

2 2

2*
( 1) 2 1* * *

M w w wdxR d
tM a M A M

, (24)

де w— варіація радіального переміщення. З ура-

хуванням (22) узагальнені сили Q = [Q
1
, ..., 

*L
Q ]T 

можна тривіально вивести з виразу (24) як ліній-

ні функції узагальнених координат та узагальне-

них швидкостей:

    Q q Hq , (25)

де Λ, Н — матриці розмірностей *L   *L .

Рівняння руху оболонки в газовому потоці 

можна отримати у формі рівнянь Лагранжа II 

типу. Використовуючи вирази для потенціальної 

та кінетичної енергій та вектор узагальнених сил 

(25), рівняння руху можна записати у формі

     (f) (f)M q C q q Hq , (26)

де M(f) та C(f) — матриці мас та жорсткостей кон-

струкції.

Властивості стану рівноваги q = 0 динамічної 

системи (26) та властивості стану рівноваги тон-

костінної конструкції (рис. 1) в надзвуковому га-

зовому потоці є однаковими. Нестійкість стану 

рівноваги системи (26) характеризує динамічну 

втрату стійкості тонкостінною конструкцією. 

Для дослідження останньої дослідимо стійкість 

стану рівноваги системи (26). Для цього система 

(26) представляється у формі задачі Коші. Вве-

демо вектор узагальнених швидкостей g = q . 

Система (26) відносно координат [q, g] набуває 

вигляду задачі Коші:

  

    
     
     
 

d
dt

0 Eq q
g gHL

, (27)

де


  1( )(f) (f)M CL L , 


 1(f)H M H ,

E — одинична матриця.

Аналіз стійкості тривіального положення рів-

новаги системи (27) зводиться до розв’язання за-

дачі пошуку власних значень матриці

 
 
  
 
0 E

HL
. 

Власні значення відповідають характеристич-

ним показникам системи (34), за знаком дійсної 

частини яких можна судити про стійкість поло-

ження рівноваги.

ЧИСЕЛЬНИЙ АНАЛІЗ 
ЛІНІЙНИХ КОЛИВАНЬ

Коливання тонкостінної оболонкової конструк-

ції, зображеної на рис. 1, досліджувались при та-

ких значеннях її параметрів:

 HT = 10.10 м, HС = 4.04 м, R = 1.2 м, (28)

 = 16.53°, h = 5 мм.

Оболонку виготовлено з нанокомпозитного 

матеріалу з полімерною матрицею PmPV, яку 

армовано одношаровими ВНТ, орієнтованими 

вздовж твірної лінії оболонки. Об’ємна частка 

ВНТ становить 
*
CNTV  = 0.28. Характеристики на-

нокомпозитного матеріалу такі [18]:

   11 9( ) 7.91 10 ( ) 2.50 10xx CNTE z V z ,







101.585 10( )
4(1 ( ))CNT

E z
V z

, 

 ( )xG z  ( )xzG z  





91.11 10( )
1.07(1 ( ))z

CNT
G z

V z
 ,

   ( ) 0.17 ( ) 0.34x CNTz V z ,

  ( ) 250.00 ( ) 1150.00CNTz V z .

Розрахунок вільних коливань методом Ре-

лея — Рітца було здійснено за допомогою три-

гонометричних базисних функцій у розкладенні 
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Рис. 2. Форми власних коливань конструкції з n=6 хви-

лями в окружному напрямку, що відповідають номерам 

власних частот: а — 1, б — 10

Рис. 3. Залежність першої власної частоти від h  для різ-

них типів наноармування

(16), які задовольняють граничні умови (12):

    
 

(2 1)( ) cos ,i
iP x x
L

 i = 1, 2, ...

Аналіз збіжності перших 30 власних частот ко-

ливань оболонки свідчить, що доцільною кіль-

кістю базисних функцій (16) є NU = NV = NW = 

= NX = N = 35. Порівняння деяких з цих частот 

з результатами скінченно-елементного моделю-

вання в середовищі ANSYS наведено в табл. 2. 

Тут i — номер частоти, n — кількість хвиль у 

окружному напрямку на відповідній формі, i — 

результати розрахунку власних частот методом 

Релея — Рітца; графа i, ANSYS — результати 

модального аналізу методом скінченних елемен-

тів,  — відносна похибка результатів за методом 

Релея — Рітца у порівнянні з методом скінченних 

елементів. З даних табл. 2 видно, що запропоно-

ваний метод дозволяє точно оцінити власні час-

тоти коливань складеної оболонки. Перша часто-

та коливань оболонки відповідає значенню n = 6.

На рис. 2 показано дві власні форми коливань 

оболонки, що відповідають значенням n = 6, які 

розраховано методом скінченних елементів. Ви-

дно еволюцію власних форм коливань. Обидві 

форми (рис. 2, а та б) локалізовані в циліндрич-

ній частині оболонки та відповідають власним 

формам оболонки 1, 10 в загальному переліку. 

Конічна частина конструкції є жорсткішою, ніж 

циліндрична, тому їй відповідають власні форми 

з більшою власною частотою.

Власні частоти та форми коливань було роз-

раховано для трьох видів наноармування: UD, 

FGX, FGO (табл. 1). Було досліджено власні 

Таблиця 2. Порівняння частот вільних коливань 
конструкції з результатами скінченно-елементного аналізу

i n i, Гц
i, Гц

ANSYS


1 6 17.787 17.582 0.01

4 4 20.764 20.362 0.019

7 9 28.360 28.719 0.012

10 6 31.603 31.064 0.017

13 2 35.655 34.014 0.048

16 10 38.037 38.499 0.012

19 11 41.174 42.186 0.023

коливання для різних значень співвідношен-

ня висоти циліндричної та конічної оболонок 

  ( ) /T C Ch H H H . Результати розрахунку пер-

шої власної частоти для різних видів армування 

ВНТ наведено на рис. 3. При проведенні розра-

хунків довжина конуса HC та кут  були фіксова-

ні (HC = 4.04 м,  = 16.53°), а довжина циліндра 

HT – HC варіювалась. З цих залежностей видно, 

що перша власна частота зменшується при під-

вищенні висоти циліндричної частини при фік-

сованих розмірах конічної. Аналогічні залеж-

ності спостерігаються для інших власних частот. 

Найбільші власні частоти спостерігаються при 

використанні FGX-армування, а найменші — 

при FGO-наноармуванні.

АНАЛІЗ ДИНАМІЧНОЇ ВТРАТИ СТІЙКОСТІ

Дослідимо динамічну втрату стійкості складе-

ною оболонковою конструкцією, яку розгляну-
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то у попередньому розділі при її взаємодії з над-

звуковим газовим потоком. В розкладенні (22) 

використано власні форми коливань, які отри-

мано раніше. Всі розкладення (22) включають 

однакове число взаємодіючих форм LU = LV = 

= LW = LX = L. 

Для дослідження втрати стійкості досліджу-

ється залежність характеристичних показників 

 від параметрів потоку p, *M  та розшукується 

така комбінація параметрів, при якій відбуваєть-

ся зміна стійкого тривіального стану рівноваги 

системи (27) на нестійкий. Така зміна відбува-

ється в точці біфуркації Хоффа, коли спосте-

рігається пара комплексно-сполучених харак-

теристичних показників з нульовою дійсною 

частиною: 
1,2

 = ± i, де i — уявна одиниця. Па-

раметри надзвукового потоку в точці біфуркації 

називаються критичними.

Критичне значення тиску p позначається pcr. 

Для його визначення провадився пошук ˆcrnp =

= p ,  ,k l : Re(k ) = 0, l  = –k , n = 2...30. 

Після того як для всіх значень n з заданого діа-

пазону буде визначено критичний тиск ˆcrnp , вели-

чина pcr визначається як pcr = min( ˆcrnp ). Ця проце-

дура проводиться для різних значень числа Маха.

Результати аналізу динамічної втрати стійкос-

ті наведено в табл. 3 для різних типів наноар-

мування. Слід зазначити, що кількість хвиль за 

окружною координатою, при яких відбувається 

втрата стійкості, є досить високим — від 12 до 16. 

Таким чином, при аналізі складених оболонок 

необхідно проводити розрахунки для широкого 

діапазону параметру n.

На рис. 4 наведено залежності pcr( *M ) для 

різних типів наноармування. Найбільше значен-

ня критичного тиску є характерним для FGX-

наноармування, тоді як FGO-композитна обо-

лонка втрачає стійкість при найменшому зна-

ченні тиску. При цьому тип наноармування має 

великий вплив на значення критичного тиску 

(до 1.5 разів). Аналогічна залежність між типом 

наноармування та власними частотами є значно 

менш вираженою. Крім того, критичний тиск 

дуже зменшується при підвищенні швидкості 

потоку: при підвищенні числа Маха з 3 до 5 він 

зменшується майже удвічі.

ВИСНОВКИ

Запропоновано математичну модель динамічної 

поведінки складеної оболонкової конструкції 

з функціонально-градієнтного нанокомпозит-

ного матеріалу в надзвуковому газовому потоці 

на базі теорії зсуву високого порядку. Для отри-

мання рівнянь руху використано метод заданих 

форм, при якому рух системи розкладається за 

формами вільних коливань конструкції. Для 

отримання форм вільних коливань складеної 

конструкції використано метод Релея — Рітца з 

новою системою кускових базисних функцій.

Динамічна втрата стійкості конструкції відбу-

вається внаслідок біфуркації Хоффа, для пошуку 

якої розраховано характеристичні показники.

Проведено порівняння результатів розрахунку 

методом Релея — Рітца з власними частотами та 

формами, які отримано МСЕ.

Таблиця 3. Значення критичного тиску 
для складеної нанокомпозитної оболонки

*M

Тип нанокомпозиту

UD FGX FGO

n pcr, кПа n pcr, кПа n pcr, кПа

3 14 16.552 13 20.343 16 14.038

3.5 14 13.606 13 16.772 16 11.739

4 15 11.516 14 14.122 15 10.049

4.5 15 9.893 14 12.132 16 8.613

5 13 8.456 12 10.297 16 7.516

Рис. 4. Залежність критичного тиску від числа Маха для 

різних видів наноармування
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Для розглянутих параметрів виявлено незнач-

ну залежність власних частот від типу наноком-

позиту.

Проведений аналіз динамічної втрати стій-

кості дозволяє стверджувати, що критичний 

тиск великою мірою залежить від типу наноар-

мування матеріалу. Зокрема раціональний вибір 

такого нанокомпозиту може запобігти виник-

ненню автоколивань в конструкції, які є наслід-

ком втрати нею стійкості. Значення критичного 

тиску залежить від швидкості потоку.

Це дослідження частково фінансувалося На-

ціональним фондом досліджень України (грант 

2020.02/128).
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DYNAMIC INSTABILITY OF A COMPOUND NANOCOMPOSITE SHELL

Free oscillations and dynamic instability due to supersonic airflow pressure are investigated in a functional-gradient compound 

composite conical-cylindrical shell made of a carbon nanotubes-reinforced material. Nanocomposite materials with a linear 

distribution of the volumetric fraction of nanotubes over the thickness are considered. Extended mixture rule is used to estimate 

nanocomposite’s mechanical characteristics. A high-order shear deformation theory is used to represent the shell deformation. 

The assumed-mode technique, along with a Rayleigh-Ritz method, is applied to obtain the equations of the structure motion. 

To analyze the compound structure dynamics, a new system of piecewise basic functions is suggested. The pressure of a super-

sonic flow on the shell is obtained by using the piston theory.

An example of the dynamic analysis of a nanocomposite conical-cylindrical shell in the supersonic gas flow is considered. The 

results of its modal analysis using the Rayleigh-Ritz technique are close to the natural frequencies of the shell obtained by finit e 

element analysis. In this case, finite element analysis can only be used for shells made of material with a uniform distribution 

of nanotubes over the thickness. The dependence of the natural frequencies of a compound shell on the ratio of the lengths of 

the conical and cylindrical parts is studied. The dependence of the critical pressure of a supersonic flow on the Mach numbers 

and the type of carbon nanotubes reinforcement is investigated. Shells with a concentration of nanotubes predominantly near 

the outer and inner surfaces are characterized by higher values of natural frequencies and critical pressure than the shells with a 

uniform distribution of nanotubes or with a predominant concentration of nanotubes inside the shell.

Keywords: joined conical-cylindrical shell in supersonic flow, functionally graded carbon nanotubes-reinforced composite, 

dynamic instability, assumed-mode method.




